Losungen zu der Stationsarbeit:

Parametergleichungen von Geraden/Lagebeziehung von Geraden

Losung zur Pflichtaufgabe 2
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b) Wiirfel:

A(410]0),B(41410),C(0]4]0),DO]0]0),E4[0]4),F41414),G0]4]4),HO|0]4)

Pyramide:
A410[0),B(41410),C00[4]0),D0O]0]0),S2121]3)
c) Die Parametergleichungen g: X = p +ru bestehen aus dem Stiitzvektor p und dem Richtungsvektor U. Da es
hier viele richtige Losungen gibt, sind jeweils zwei oder drei (sinnvolle) Moglichkeiten angegeben.
Wiirfel:

Gerade P il Gerade P i}

AB 4) (4 0) (0 0) (0 0 0
0 ’ 4 4 ’ -4 5 1 CG 4 5 4 0 N 0 5 0
0)\0 0 0)\0 0)\4 4)\-4) (1

BC 4) (0 -4\ (4) (1 DH 0) (0 0 0) (0
41,14 01,101,10 01,|0 0l,| 0|0
0)\0 0)\0)\0 0)\4 4)(-4) 1

CD 0) (0 0) (0) (0O EF 4\ (4 0 0) (0
41,10 —4,l4]1 01,4 41, -4l]1
0)\0 0)\0)\0 4) \4 0 0)\0

DA 0) (4 4) (-4) (1 EG 4) (0 -4\ (4) (1
01(,]0 0l,] 01,]0 41,14 0{,]0(,|0
0) 0 0 0)\0 4) \4 0)10) (0

AE 4) (4 0) ( 0) (0 GH 0) (0 0) (0) (0
01],]0 0l,] 01,10 41,10 41,141, 1
0) (4 4)(-4) 1 4) 4 0) o) o

BF 4) (4 0 0) (0 HE 0) (4 4\ (-4) (1
41,14 0, 0},|0 01,]0 0, 0[,|0
0) (4 4)(-4) 1 4) 4 o) o)lo

Pyramide:

Gerade P il Gerade P i}

AB 4) (4 0 0) (0 AS 4) (2 -2 2
0,14 41,1-411 01,2 21,2
0)\0 0 0)\0 0)1\3 3)\-3

BC 4) (0 -4\ (4) (1 BS 4) (2 2\ (2
41,14 0],/01,]0 41,12 21,1 2
0)\0 0)\0) (0 0)1\3 3)\-3




d)

" B

DA

CS 0
4
0

DS 0
0
0

siehe Schrigbild

Losung zur Pflichtaufgabe 3

a)

b)

d)

e)

Die Punkte A und S liegen auf der Kantengeraden AS, und zwar am Anfang und am Ende der Kante. Die
Punkte B, C und D liegen nicht auf AS.

Ae AS,S e AS
Be AS,C¢ AS,D ¢ AS

Liegt die Planetenposition auf der Flugbahn, landet (bzw. zerschellt) die Raumsonde auf dem Planeten und
kann z. B. dessen Atmosphire oder Oberfldche untersuchen.

Liegt die Planetenposition nicht auf der Flugbahn, fliegt die Raumsonde am Planeten vorbei und kann z. B.
Fotos anfertigen oder das Magnetfeld analysieren.

Weitere Anwendungsbeispiele:

Flugbahnen von  Flugzeugen (Landung,...) oder Geschossen (Treffer,...), Lichtstrahlen
(Beleuchtung, ...), ...
4 -2
Gerade AS:X=|0|+r1| 2
0 3 X34
r=0:
4 -2\ (4
X=0(+0| 2|=|0 ,
0 3) o s/
= A(410]0) ist Anfangspunkt der 70
Strecke AS. e OB —
r=1: i
4 -2) (4) (-2 (2 i
X=|0|+1| 2|=|0|+| 2|=|2 N . B
0 3 0 3 3 0 '

X1

= S(2]213) ist Endpunkt der Strecke AS.
r=0,5:

t={gos {8+

= P(3| 1] 1,5) ist Mittelpunkt der Strecke AS.
r=-1:

4 -2 4 2 6
X={0]|+(1D)]| 2|=|0|+|-=2|=|-2
0 3 0 -3 -3

= Q(6]-2|-3) liegt auf der Verlingerung der Strecke AS iiber A hinaus (entgegengesetzt zu S).

Die Gerade AB verlduft waagrecht in der xj-x-Ebene, der Punkt S liegt aber nicht in der x;-x,-Ebene.
Oder: Der Punkt S hat die x3-Koordinate 3, die Punkte auf AB liegen aber alle tiefer mit x3 = 0.

4 0
AB:X=|0|+r|4],
0 0

S21213)




2) (4 0 D 2=4
= [ZJ:[OJ+r[4J = () 2=4r
3 \0 0 () 3=0

Anhand von (I) oder (IIT) kann man schnell erkennen, dass dieses LGS keine Losung hat. Der Punkt S liegt
demnach nicht auf der Geraden AB.

f) Der Punkt R liegt auf der x{-Achse in der Verldngerung der Kante E, also auf der Geraden AD.
4 -4
AD;;{:[O]H{OJ, RG51010)
0

0
5 4 4 O 5=4-4r
2[0]:(0J+r( OJ = ({I) 0=0
0) \0 0 ) 0=0

Aus (I) ergibt sich, dass dieses LGS die Losung r=- 0,25 hat. Die Proben in (II) und (III) stimmen
offensichtlich.

g) Gleichung der Geraden AS:

4 -2
AS:X=£O]+r[2J, PL113145)

3

0
| 4 _2 ) 1=4-2r
2[ 3]:(0]+r( ZJ = (D) 3=2r
435) 0 3 () 4,5=3r
In (I), (II) und (I1I) ergibt sich jeweilsr = 1,5 = Py € AS
4 -2
AS:K=(O]+r[ 2], P>(0415,5)
0 3
0 4 ) q)) 0=4-2r
:[ 4]=[0]+r[2J - 4=2r
5:3) 0 3 () 5,5=3r

Aus (I) und (II) ergibt sich r = 2, aus (IIl) r = 1,8 = das LGS hat keine Losung: P, ¢ AS

Losung zur Pflichtaufgabe 4

a) g h Beschreibung der Lagebeziehung

AB AS schneiden sich im Punkt A

AB BS schneiden sich im Punkt B

AB | CS schneiden sich nicht, nicht parallel (windschief)

AB | DS schneiden sich nicht, nicht parallel (windschief)

AB AB sind identisch

AB BC schneiden sich im Punkt B

AB | CD sind parallel

AB DA schneiden sich im Punkt A

BC | AS schneiden sich nicht, nicht parallel (windschief)

BC BS schneiden sich im Punkt B

BC CS schneiden sich im Punkt C

BC | DS schneiden sich nicht, nicht parallel (windschief)




BC AB schneiden sich im Punkt B
BC BC sind identisch
BC cD schneiden sich im Punkt C

b) Die Lagebeziehungen unterscheiden sich
nach Anzahl der Schnittpunkte:

kein Schnittpunkt
ein Schnittpunkt
unendlich viele Schnittpunkte

Uuudy

nach den Richtungsvektoren:

dieselbe Richtung
nicht dieselbe Richtung

Uy

windschief

Geraden sind parallel oder windschief
Geraden sind schneiden sich
Geraden sind identisch

Geraden sind parallel oder identisch
Geraden schneiden sich oder sind

Es gibt fiir zwei Geraden g: X =p +r0 und h: X =q + sV vier mogliche Lagebeziehungen:
g und h sind identisch.
< unendlich viele Schnittpunkte, Richtungsvektoren kollinear
g und h schneiden sich.
& ein Schnittpunkt, Richtungsvektoren nicht kollinear
g und h sind parallel (nicht identisch).
< kein Schnittpunkt, Richtungsvektoren kollinear
g und h sind windschief.
< kein Schnittpunkt, Richtungsvektoren nicht kollinear




d)

e)

g)

Vorgehensweise:

1. Die Geraden werden auf gemeinsame Punkte untersucht. Dazu werden die Geradengleichungen

gleichgesetzt:

p+ru=g+sv

2. Um die Werte der Parameter r und s zu bestimmen, wird die Vektorgleichung in ein LGS umgewandelt.
3. Das LGS wird gelost.

4. Wenn das LGS keine Losung hat, wird zusitzlich untersucht, ob die Richtungsvektoren kollinear sind, d.
h. ob sie Vielfache voneinander sind (genauer: ob es ein k € 0 mit T =kV gibt).

5. Schlussiiberlegung:
e Das LGS hat unendlich viele Losungen.
= gund h sind identisch.
e Das LGS hat genau eine Losung.
= gund h schneiden sich.

Zusitzlich kann der Schnittpunkt durch Einsetzen der Parameter in die Geradengleichung (z. B.rin g

oder s in h) bestimmt werden.

e Das LGS hat keine Losung, die Richtungsvektoren sind kollinear.

= gund h sind parallel (nicht identisch).

e Das LGS hat keine Losung, die Richtungsvektoren sind nicht kollinear.

= gund h sind windschief.

identisch: AB /AB, BC/BC

schneiden sich: AB /AS, AB /BS, AB /BC, AB /DA, BC /BS, BC /CS,
BC/AB, BC/CD

parallel: AB /CD, BC /DA

windschief: AB /CS, AB /DS, BC/AS, BC /DS

identisch: Die beiden Flugzeuge fliegen mit dem notigen Sicherheitsabstand auf derselben Route

hintereinander.

schneiden sich: Die Flugrouten der beiden Flugzeuge kreuzen sich —es besteht Kollisionsgefahr. Die

Flugzeuge diirfen nicht zur selben Zeit den Schnittpunkt passieren.

echt parallel: Die Flugrouten z.B. iiber dem Nordatlantik verlaufen parallel (nebeneinander und
tibereinander), wobei auch hier der notige Sicherheitsabstand einzuhalten ist.
windschief: Die Flugrouten z. B. von Ziirich nach Hamburg und von Paris nach Miinchen kreuzen sich nicht,

wenn man in unterschiedlichen Hohen fliegt.

BC ist die Verlidngerung der rechten Kante, DA die Verldngerung der linken Kante. Da die Grundfldche ein

Quadrat ist (also parallele Seiten besitzt), sind BC und DA parallel.

e

4 4 _4 4 D 4-4r=4s
DA:Xzs[O] = [4J+r[ o]=s[o] -
0 0 0 0 (11D

4=0

Dieses LGS hat keine Losung (wegen (II): 4 = 0 Widerspruch!). Da die Richtungsvektoren kollinear sind,

sind BC und DA parallel.

BC ist die Verldngerung der rechten Kante, DS verldngert die Kante, die vom Punkt links hinten zur Spitze S

fithrt. DS schneidet BC nicht und hat zudem eine andere Richtung.

4 -4
BC:X=|4|+1| ©
0 0
2 4 _4 2 D 4-4r=2s
DS:izs[zj - [4J+r[ ojzs[z] Sy 4=
3 0 0 3
Aus (ITT) ergibt sich:

(1) 0=3s




s=0
Eingesetzt in (II) erhdlt man den Widerspruch 4=0! Dieses LGS hat keine Losung. Da die
Richtungsvektoren nicht kollinear sind, miissen BC und DS windschief sein.

2 | 4 2 D 1+4r=2s
h) DS:X=s [ZJ = (OJ +r (6} =s [2} = 6r =25
3 1 7 3 () 1+7r=3s

Um dieses LGS mit zwei Unbekannten zu 16sen, bestimmt man aus (I) und (IT) die Werte fiir r und s und
tiberpriift diese Losung in (II):

(I 1+4r=2s = 1+2=2s=>s=1,5
a—-a@ -14+2r=0 = r=0,5
I1D) 14+7r=3s = 14+3,5=4,5(w)

Dieses LGS hat eine Losung fiir r = 0,5 und s = 1,5.
Um den Schnittpunkt zu bestimmen, setzt man z. B. s = 1,5 in die Geradengleichung von DS ein:

2 3
le,s[zH 3]
3 4,5

Der Schnittpunkt liegt bei (3 | 3 | 4,5) (iiber der Pyramide).

’ | 1 2 @O 1-r=2s
i) DS:X:S(ZJ = [ 1]+r[ _IJ:S[ZJ = ) 1-r=2s
3 15 -15 3 () 1,5-1,5r=3s
Um dieses LGS zu 16sen, kann man z. B. Gleichung (I) nach r auflésen und in (II) und (III) einsetzen:
) 1-r=2s = r=1-2s
1) l-r=2s = 1-1+2s=2s = 0=0
I 1,5-1,5r=3s = 1,5-1,5+3s=3s = 0=0

Dieses LGS hat unendlich viele Losungen, die Geraden sind identisch.

Losung zur Vertiefungsaufgabe 1, Teilaufgabe d

a) Es ergibt sich ein LGS in Standardform mit drei Unbekannten und damit eine 3 x 4-Koeffizientenmatrix A:

x) (0 2 M xy=2r
(0,8}2[4}+r{—2] < () 0,8=4-2r

X3 0 3 II) x3=3r
X1 +0-x3-2r= 0 10-=2 0
< 0-x+0:x3+2r=32 = A=(00 2 3,2}
O'Xl-‘r X3—31‘= 0 01-3 0

Die erste Spalte gehort zu x1, die zweite zu x3, die dritte zu r, die vierte zu den Konstanten.

Beim TI-83:

Matrix im GTR MATRIXIA] 3 x4 Diagonalisiert: Fref [A] )
(die 1. Spalte ist hier |-} A T g 58 3E
L ) l1 i th a1 1.611
nicht sichtbar): B

2 4=8

In der ersten Zeile ergibt sich xy=3,2, in der zweiten Zeile x3=4,8 und in der dritten Zeile
r=1,6 = T(3,2/10,8]4,8)

b) Das Einsetzen von U in die Geradengleichung von BS fiihrt zu einem LGS mit zwei Unbekannten, also zu
einer 3 X 3-Koeffizienten-Matrix A:




rtu 4 o O 24+u=4-2r
(2+u]:[4j+r[—2] s () 24+u=4-2r

u I1m) u=3r
u+2r=2 1 2 2
S u+22r=2 = A:{l 2 2]
u—-3r=0 1-30
Die erste Spalte gehort zu u, die zweite zu 1, die dritte zu den Konstanten.
Beim TI-83:
Matrix im GTR: MATRIXIA] 3 =3 Diagonalisiert: o ¢erays
1L 0 1
[i ¥ 1 . [BEBa 11
. 3=H

In der ersten Zeile ergibt sich u = 1,2, in der zweiten Zeile r = 0,4 und in der dritten Zeile erkennt man, dass

die Probe stimmt.

Damit ist auch geklért, dass fiir u=1 der Punkt U nicht auf der Geraden liegt, da u =1 keine Losung des

LGS ist.
¢) Setzt man die Koordinaten des Punktes V mit der Geraden DS gleich, so ergibt sich:

1+v) (0 2 O 1+v=2r
I+v|=|0|+r|2| = ) 1+v=2r
v 0 3 dm 1,5v=3r

v—2r=—1 1 -2 -1
= v-2r=—1 = A=| 1 =2 -1
1,5v—-3r=0 1,5 -3 0
Die erste Spalte gehort zu v, die zweite zu 1, die dritte zu den Konstanten.
Beim TI-83:
Matrix im GTR: MATRIXIA] 3 =3 Diagonalisiert: rref i [R] )
[1 -z 1 1 [[1 -2 @&]
PR R - CIERESE
| ]
LTEL ]

In der zweiten Zeile ergibt sich der Widerspruch 0 = 1, das LGS hat demnach keine Lésung. Der Punkt V liegt
somit nie auf der Geraden DS — egal, welchen Wert v hat.

Losung zur Vertiefungsaufgabe 2

a) Das Schaubild zeigt: X3 A
AC und CG sowie AC und AG schneiden sich, i
AC und EG sind parallel, G
AC und HG, AC und FG, AC und DG sowie
AC und BG sind windschief. E
F
1 |
,,,,,,,,,,, D =
i1 C x
A B

X]

b) hy soll g schneiden: Q(1 | 1 | 1) liegt auf g.
Mogliche Losung:




9

1 0
h; =PQ: X =[O]+r(lj
1 0

1
hj soll parallel zu g sein: Man wihlt fiir hy den Richtungsvektor [2] von g.
Mogliche Losung: 3

el

h3 soll windschief zu g sein:

1. Losungsversuch:

1 1 1 1
(O] ist nicht kollinear zu [2] (Richtungsvektor vong) = hy: X= (0] + S[OJ
3

et

Probe:

) l+r=14s = r=s = s=-0,5
= () 1+2r=0 = r=-0,5
) 1+3r=1+3s = -0,5=-0,5(w)

Das LGS hat eine Losung, die Geraden schneiden sich und sind deshalb nicht windschief.

2. Losungsversuch:
Damit die Probe beim zweiten Versuch in der dritten Zeile nicht mehr stimmt, kann man beim
1

Richtungsvektor [0} den x3-Koeffizienten z. B. in x3 = 2 veridndern:
3

1 1 1 1
[0] ist immer noch nicht kollinear zu [2} = h2: X= [OJ +s [0]
3

{1

Probe:

@D l+r=1+s = s=-0,5
= () 1+2r=0 = r=-0,5
() 1+3r=1+2s = -0,5=0(f)

1 1
Dieses LGS hat keine Losung, gund h,: X = (Oj + S[OJ sind windschief.

1 3
Zunichst kann man die Richtungsvektoren untersuchen. Sie sind fiir a =2 kollinear. Daher kann man fiir
a = 2 untersuchen, ob die Geraden g und hy identisch oder parallel sind:

(2L

@ I+r=1+s = r=s
= (I 14+2r=2s = 14+2s=2s = 1=0(H
) 1+3r=1+3s
Dieses LGS hat keine Losung. Fiir a = 2 sind die Geraden parallel.
Fiir a # 2 untersucht man, ob sich h, und g schneiden oder ob h, windschief zu g ist:

HERORY

@ l+r=1+s
N Im 1+2r=sa
(I 1+3r=1+3s

Im-2-I) -1=-2+s(a-2) = l=s(a-2)




Um weiter aufzulosen, muss eine Fallunterscheidung vorgenommen werden:

1. Fall: Fiira—2 =0 bzw. a =2 ergibt sich der Widerspruch 1 = 0. Diesen Fall hat man oben schon be-
trachtet, die Geraden sind parallel.
2. Fall: Fiur a # 2 vereinfacht man weiter:
1
a—2
In (I) eingesetzt ergibt sich:
1
a—2
Die Probe in (IIT) stimmt auch.
Fiir a # 2 hat das LGS eine Losung, die Geraden schneiden sich.

S=

r=

Losung zu Test 1

a) B,Fe BF
A,C,D,E,G,H¢ BF

b) Fiir beliebiges t hat ein Punkt auf BF die Koordinaten (4 | 4 | t).
c) Rist die Mitte der Grundseite und liegt somit nicht auf der Kante BF.
4 0 2) (4 0 dH 2=4
BFE:X=|4|+r|0|, R2|2]0) = |2|=|4|+r|0| = d) 2=4
0 4 o) (o 4 ) 0=4

In () und (II) ergibt sich jeweils eine falsche Aussage. Damit ist R ¢ BF.

d) S liegt auf der Kante BF, eine Einheit iiber dem Punkt B.
4 0 4\ (4 0 I 4=4
BE:X=|4|+r|0|, S@4|4|1) = |4|=|4|+r|0| = d) 4=4
0 4 1 0 4 I 1=4r
d
e) AG ist eine der Diagonalen im Wiirfel:
4 -4
AG:X=|0|+r| 4
0 4
1 (4 -4
P1(11312) = [3]=(0]+r[ 4]
2 0 4
@O 1=4-4r = r=0,75

= () 3=d4r = r=0,75; = Py¢BF
I 2=4r = r=0,5

3 (4 -4
P31 = [1]:(0]+r( 4]
1 0 4

D 3=4-4r = r=0,25
= () 1=4r = r=0,25; = Ppe BF
I 1=4r = r=0,25




Losung zu Test 2:

a) identisch mit BF: BF
schneidet BF: AB, BC, EF, FG
parallel zu BF: AE, CG, DH
windschief zu BF: CD, DA, GH, HE

b) AG ist die Raumdiagonale des Wiirfels von vorne unten links nach hinten oben rechts. CD ist die hintere
untere Kante — sie verlduft somit weder parallel zur Geraden AG noch schneidet sie AG.

4 -4 0 0
AG:X:[O]+r[ 4], CDZX=[4]+S(—4]

0 4 0 0
4 4 0 0 O 4-4r=0 < 4=0
(0]+r[ 4J:(4J+s[—4] < D 4r=4-4s & s=1
0 4) \0 0 ) 4r=0 & r=0

Dieses LGS hat keine Losungen, die Geraden haben keinen Schnittpunkt. Da die Richtungsvektoren nicht
kollinear sind, miissen die Geraden windschief sein.

¢) AH ist die Diagonale auf der linken Seitenfldche. Die Diagonale auf der rechten Seitenfldche, BG, ist parallel
zu AH.

el ) s

4 -4 4 -4 D 4-4r=-4-14s
[OJH( 0]=(4]+s[ o] o M  0=4
of La) o) L) amy ar=4s

Dieses LGS hat keine Losungen (siehe (II)). Die Geraden haben keinen Schnittpunkt. Da die
Richtungsvektoren kollinear sind, sind die Geraden parallel.

d) AG ist eine Raumdiagonale, DF eine zweite Raumdiagonale. Beide verlaufen durch den Mittelpunkt
M(2 | 2| 2) des Wiirfels und schneiden sich somit in M.

4 -4 4
AG:K:[0]+r[ 4}, DF:)?:S(4]
0 4 4

)8l

(D) 4-4r=4s = = 4-4r=2 = r=0,5
D) 4dr=4s => D+ {A): 4=8s = s=0,5
(I1I) 4r =4s

Dieses LGS hat eine Losung mit r=0,5 und s =0,5. Die Geraden haben einen Schnittpunkt. Setzen wir
s = 0,5 in DF ein, dann ergibt sich als Schnittpunkt M(2 | 2 | 2).

sl -

I 4-4r=2+s = s=2-4r

II) 4r=2-s = = 4r=2-2+4r = 0=0

(11D 4dr=2-s = = 4r=2-2+4r = 0=0
Dieses LGS hat unendlich viele Losungen, AS und g sind identisch.
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